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Re´sume´. Nous proposons une me´thode de fouille de donne´es pour un graphe dont les
sommets sont e´tiquete´s. Deux approches sont de´crites et illustre´es sur un jeu de donne´es
re´elles : elles permettent une repre´sentation du graphe qui combine les informations sur
sa structure et sur la valeur de ses e´tiquettes. Cette visualisation peut eˆtre utilise´e a` des
fins d’interpre´tation pour apporter des informations plus nuance´es sur la caracte´risation
des sommets du graphe. 1
Mots-cle´s. re´seau, graphe, graphe e´tiquete´, noyau, ACP, visualisation
Abstract. This article presents a data mining method dedicated to graphs whose
nodes are labelled. Two approaches are described and illustrated on a real-life data set.
A representation of the graph is provided that combines information on its structure as
well as on its labels. This representation is intended to be meaningful and to provide a
more subtle description of the nodes that their actual labelling.
Keywords. network, graph, labelled graph, kernel, PCA, visualization
1 Introduction
Le cadre de cette communication est la fouille de donne´es de graphes dont les som-
mets sont e´tiquete´s. Les graphes, aussi souvent appele´s re´seaux, sont des outils naturels
de mode´lisation de donne´es relationnelles, c’est-a`-dire, de donne´es dans lesquelles les in-
dividus sont de´crits par leurs relations les uns aux autres et non par une se´rie d’attributs
qualitatifs ou nume´riques. L’inte´reˆt pour ce type de mode`le a conside´rablement cruˆt ces
dernie`res anne´es, avec le de´veloppement des e´tudes sur les re´seaux. Les graphes e´tudie´s
peuvent contenir un grand nombre de sommets, plusieurs centaines, milliers voire plu-
sieurs dizaines ou centaines de milliers 2 et des informations supple´mentaires sur chacun
des sommets sont parfois disponibles. Dans ce dernier cas, on parle de graphes e´tiquete´s.
La compre´hension intuitive de ces grands jeux de donne´es est difficile sans l’appui
d’outils de fouille de donne´es. Parmi celles-ci, on trouve les me´thodes de visualisation de
1. Ce travail est finance´ par l’ANR ModULand (Programme blanc SHS 1 2011 0).
2. Voir, par exemple, http://snap.stanford.edu/data pour une collection de tre`s grands graphes.
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graphes, qui visent a` proposer a` l’utilisateur une vision globale ou simplifie´e du graphe,
dans laquelle des informations supple´mentaires peuvent eˆtre ajoute´es aux sommets par le
biais d’e´tiquettes, de couleurs, de forme ou de taille des sommets : de nombreux logiciels
de visualisation de graphes ont e´te´ de´veloppe´s 3. Dans la plupart de ces approches, la vi-
sualisation est construite de manie`re inde´pendante de la valeur des e´tiquettes du graphe,
dans un but purement esthe´tique, souvent a` l’aide de mode`le de forces du type de celui
initialement propose´ par Fruchterman et Reingold [8]. Ainsi, la vision du graphe fournie
n’est pas force´ment bien adapte´e a` un objectif de compre´hension et d’interpre´tation, par-
ticulie`rement dans le cadre ou` les sommets sont e´tiquete´s. Une approche combinant struc-
ture du graphe et valeur des e´tiquettes permet d’avoir une vision globale de l’inte´gralite´
de l’information disponible. Toutefois, certains travaux abordent ce proble`me : les ap-
proches connues sous le nom de clustered graph visualization [4, 6, 7, 11], qui s’appuient
en ge´ne´ral sur des algorithmes de forces modifie´s, obtenus en inte´grant les contraintes de
la classification dans des mode`les de forces classiques, ou, [5] qui de´veloppe un mode`le
probabiliste de classification supervise´e de projection dans un espace latent.
Dans l’article pre´sente´ ici, nous proposons une approche dont l’objectif est le´ge`rement
diffe´rent : en caracte´risant chaque sommet par la distribution des e´tiquettes de ses voisins,
et non seulement par sa propre e´tiquette, l’ide´e est de repre´senter a` proximite´ les sommets
dont la distribution des e´tiquettes des voisins est similaire. Deux approches sont de´crites
(section 2) : la premie`re base´e sur la simple de´termination de la distribution et la se-
conde base´e sur un noyau, permettant une caracte´risation plus nuance´e de la distribution
des e´tiquettes voisines. Les deux approches sont illustre´es sur un jeu de donne´es re´elles
(section 3).
2 Description de l’approche propose´e
L’approche propose´e repose sur la repre´sentation de chaque sommet par un comptage
ou une diffusion des e´tiquettes de ses voisins. Deux me´thodes sont de´crites : la premie`re
repose sur une ACP, dont les ponde´rations sont adapte´es au contexte, des comptages.
La seconde repose sur une ide´e similaire, par diffusion des e´tiquettes a` l’aide d’un noyau.
Dans la suite, on notera G = (V,W ) un graphe simple, syme´trique et ponde´re´, de sommets
V = {x1, . . . , xn} et de matrice d’adjacence W , C = {c1, . . . , cK} les e´tiquettes possibles
des sommets, E la matrice du codage disjonctif des e´tiquettes des sommets : Eic = 1
signifie donc que le sommet xi porte l’e´tiquette c. Notons que le cadre d’e´tude n’exclut
pas des e´tiquettes multiples pour un sommet.
3. Voir, entre autres, les projets libres Gephi [2] http://gephi.org ou Tulip [1] http://tulip.labri.
fr
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2.1 ACP de la distribution des e´tiquettes voisines
La premie`re approche repose sur le calcul simple de WE dont les e´le´ments, nic
correspondent au nombre de voisins du sommet xi portant l’e´tiquette c. Si on note
D = Diag(d1, . . . , dn) la matrice diagonale des degre´s des sommets, chaque ligne de
Pl = D
−1WE est donc la distribution des e´tiquettes chez les voisins du sommet conside´re´.
Notons que, contrairement au cas de l’analyse de tables de contingence classiques, la
somme des e´le´ments de D−1WE n’est pas ne´cessairement e´gale a` 1 puisque les e´tiquettes
multiples sont autorise´es. Le choix de la ponde´ration de chaque ligne par 1
di
est dicte´ par
la ne´cessite´ de ne pas donner une importance trop grande aux sommets de fort degre´.
L’utilisation d’une ACP sur la matrice Pl revient donc a` rechercher un plongement du
graphe dans un espace de faible dimension dans lequel la proximite´ entre sommets dans
le plan de projection est de´termine´ par la proximite´ dans la distribution des e´tiquettes
dans le voisinage. Les colonnes de la matrice sont ponde´re´es par nc
n
ou` nc =
∑
iEic est le
nombre de sommets dont l’e´tiquette est c. Le choix de cette ponde´ration est e´quivalent
a` l’utilisation de la me´trique δ(pi, pi′) =
∑
c
n
nc
(
nic
di
− ni′c
di′
)2
entre les lignes pi =
nic
di
de
la matrice Pl. Ce choix a pour but de favoriser les diffe´rences dans les distributions des
e´tiquettes faiblement repre´sente´es sur le graphe ; dans ce sens, elle peut-eˆtre comprise de
manie`re relativement similaire a` l’utilisation de la me´trique du χ2 dans une AFC, meˆme
si, ici,
∑
i nic 6= nc.
2.2 Diffusion d’e´tiquettes par noyau
Une des limites de l’approche pre´ce´dente est qu’elle ne tient pas compte du tout de la
valeur meˆme de l’e´tiquette propre de chacun des sommets mais seulement de la distribu-
tion des e´tiquettes dans le voisinage. De plus, les e´tiquettes des seuls voisins directs sont
prises en compte. Pour pallier ce proble`me, nous de´crivons ici une approche alternative,
base´e sur l’utilisation d’un noyau de diffusion sur le graphe. Le noyau de la chaleur du
graphe G est la matrice n × n de´finie par Kβ = e−βL ou` L est le Laplacien du graphe :
L = D −W . Il peut eˆtre interpre´te´ comme la limite d’un processus de diffusion de cha-
leur (d’ou` son nom) le long des areˆtes du graphe [9] et correspond au produit scalaire
entre les images des sommets du graphe par un plongement, φ dans un espace de Hilbert
Kβ : Kβij ≡ Kβ(xi, xj) = 〈φ(xi), φ(xj)〉Kβ . Le fait de connaˆıtre le produit scalaire entre
les images des sommets par φ sans avoir besoin d’expliciter ni φ, ni Kβ a popularise´ les
me´thodes dites  a` noyau  [10, 3].
Utilisant la proprie´te´ de reproduction du noyau de la chaleur, la matrice KβE a donc
pour e´le´ments f˜βic = 〈φ(xi),
∑
j:cj=c φ(xj)〉Kβ et peut donc eˆtre vue comme une mesure de
dissimilarite´ entre le sommet conside´re´ xi et un sommet moyen calcule´ a` partir des som-
mets d’e´tiquette c. Notons que, si dans l’approche de´crite dans la section 2.1, l’e´tiquette
propre du sommet xi n’intervient pas dans le calcul de nic, elle est ici re´-introduite de
manie`re naturelle par le biais de la prise en compte de φ(xi) dans le calcul de f˜
β
ic lorsque
3
ci = c. Le parame`tre β permet de re´gler l’importance que l’on souhaite donner aux
e´tiquettes des voisins directs dans le calcul de la distribution : les petites valeurs de β
privile´gieront plus les voisins directs.
3 Exemples
Le but de cette section est de pre´senter l’approche sur un jeu de donne´es tre`s simple.
Pour cela, nous avons choisi de l’appliquer a` un petit graphe dont les sommets sont des
livres de politique ame´ricaine, tous publie´s autour de l’e´lection pre´sidentielle ame´ricaine de
2004. Les sommets de ce graphe sont les livres, e´tiquete´s selon leur orientation politique
( conservateur , 49 livres,  liberal , 43 livres ou  neutral , 13 livres). Les areˆtes
du graphe correspondent a` des co-occurrences fre´quentes d’achats (achats par le meˆme
acheteur) entre les deux livres sur le vendeur en ligne Amazon.com. Le graphe a e´te´ extrait
par Valdis Krebs et peut eˆtre re´cupe´re´ sur son site web 4.
Les re´sultats des deux approches sont donne´s dans, respectivement, les figures 1 et 2.
Dans les deux cas, l’interpre´tation est relativement similaire : le premier axe repre´sente
plus de 80% de l’inertie et toute l’inertie est incluse sur les deux premiers axes 5.
Le 1er axe du graphique des variables oppose l’e´tiquette  conservateur  et l’e´tiquette
 liberal  alors que le second axe est lie´ a` la variable  neutral . On constate que les livres
sont regroupe´s en fonction de leur orientation politique ce qui montre que les livres d’une
meˆme orientation politique ont des distributions des e´tiquettes voisines semblables (en fait,
les co-occurrences d’achat se font tre`s majoritairement a` l’inte´rieur d’une meˆme famille
politique). Parmi les livres ayant une composante forte sur le premier axe, on constate
un de´faut dans la repre´sentation des livres qui ont pratiquement la meˆme distribution
d’e´tiquettes voisines et qui sont donc superpose´s. A` l’inverse, un certain nombre de livres
ont une position plus nuance´e : si ils appartiennent a` une certaine cate´gorie politique leurs
coordonne´es factorielles sont proches de celles d’une autre cate´gorie. Par exemple, dans
la figure 1 “Rise of the Vulcans” a e´te´ e´tiquete´  conservateur  mais ses coordonne´es
factorielles ne sont pas trop e´loigne´es de celles d’autres livres e´tiquete´s  liberal . Enfin,
le livre “Sleeping With the Devil” est quant a` lui repre´sente´ au centre du graphique ce
qui montre que les personnes ayant achete´ ce livre e´taient ouverts a` tous les ouvrages quel
que soit le type de l’orientation politique.
Si les deux approches donnent des re´sultats assez similaires, elles pre´sentent aussi des
diffe´rences : en particulier, la repre´sentation du graphe dans le cas de l’utilisation du noyau
(figure 2) regroupe de manie`re plus forte les individus selon leur appartenance politique :
c’est l’effet de la prise en compte de la valeur meˆme de l’e´tiquette du sommet dans le
4. http://www-personal.umich.edu/~mejn/netdata/polbooks.zip
5. C’est une conse´quence directe du fait qu’il y a ait 3 e´tiquettes, une e´tiquette unique par sommet
que les lignes ait e´te´ normalise´es par le nombre de sommets : toutes les lignes somment donc a` 1 et il y
a un facteur trivial dans l’ACP.
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Figure 1 – Graphiques issus de l’ACP de la distribution des e´tiquettes voisines
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Figure 2 – Graphiques issus de l’ACP de la diffusion par noyau (β = 0, 1) des e´tiquettes
calcul de la distribution. Un livre ressort du graphique : “Plan of Attack”. Ce dernier
appartient a` la classe  liberal  et compte trois voisins de type  conservateur , dix
de type  liberal  et aucun de type  neutral . Pourtant, ses coordonne´es factorielles
semblent indiquer que la distribution de ce livre est au carrefour des trois types d’orien-
tation politique. Ceci pourrait s’expliquer par le fait que des livres qui lui sont connecte´s
soient eux-meˆmes connecte´s a` des livres de type  neutral  et  conservateur  et que
la me´thode de diffusion d’e´tiquettes par noyau ait ainsi tenu compte pas seulement des
voisins directs, mais aussi des voisins des voisins.
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4 Conclusion
Cette proposition de communication pre´sente deux me´thodes permettant d’obtenir une
repre´sentation du graphe qui privile´gie l’interpre´tabilite´ selon un crite`re d’e´tiquetage des
sommets sur la pure esthe´tique de repre´sentation. Ces propositions sont en cours de test
sur des graphes de plus grande taille, contenant plus d’e´tiquettes et avec e´ventuellement
plus d’une e´tiquette par sommet. Par ailleurs, les perspectives d’ame´lioration de ces ap-
proches sont multiples : tout d’abord, la question du choix du parame`tre β pourrait eˆtre
aborde´e, soit par un crite`re externe (lisibilite´, ...) ou par un choix guide´ par l’utilisa-
teur, selon l’importance qu’il souhaite donner aux voisins directs du sommet. Quelques
ite´rations d’un algorithme de forces pourrait e´galement eˆtre applique´es a` la projection du
graphe sur le premier plan factoriel : sans nuire a` l’interpre´tabilite´ de la repre´sentation,
cela pourrait permettre d’en ame´liorer sa lisibilite´.
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